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Аннотация
На основе новой вариационной формулировки разработана эффективная численная схема МКЭ
решения 3D задач магнитостатики. Схема строится на основе традиционной схемы линейного 4-
узлового конечного элемента в виде тетраэдра с линейной аппроскимацией функций в элементе. При
интегрировании в элементе используется одна точка интегрирования, что соответствует известному
приему сокращенного интегрированияО. Зенкевича.
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Summary
There is designed an effective numerical FEM scheme for magnetostatic 3D problem on the basis
of a new variational formulation. The scheme is based on the traditional scheme of the linear 4-node
finite element in the form of a tetrahedron with a linear approximation of functions on an element. When
integrating on the element we use one integrating point that corresponds to the known O. Zenkevich
reception of reduced integrating.
Key words: 3D problem, rare grid scheme, finite element method, magnetostatics.
Введение
В [1–3] предложена и описана реализация ажурных вариационно-разностных и КЭ схем решения
трехмерных задач теории упругости и пластичности. Данные схемы зарекомендовали свою высокую эф-
фективность. В данной работе рассматривается применение ажурных схем к решению задач об опреде-
лении магнитных и электрических полей в проводящих средах. При постановке задачи для векторного
магнитного потенциала используются специальные калибровочные соотношения [4]. Актуальность по-
ставленной проблемы связана с решением инженерных задач прочности конструкций, находящихся под
воздействием электромагнитных полей [5].
1. Вариационная формулировка задачи магнитоcтатики
Рассматривается задача об определении вектора напряженности магнитного поля ~H(~x) и напряжен-








rot ~E(~x) = 0, (2)
1)Работа выполнена при поддержке гранта (соглашение от 27 августа 2013 г. № 02.В.49.21.0003 между МОН РФ
и ННГУ)
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div (µ ~H) = 0 (3)
и граничным условиям
~H(~x)× ~n(~x) = 0, ~x ∈ Γ. (4)
Здесь ~x ∈ Ω ⊂ R3 , Ω – открытая односвязная ограниченная область в R3 с границей Г, в каждой точке
которой определен вектор внешней нормали ~n(~x) . Уравнения (2), (3) позволяют в качестве новых неиз-
вестных величин ввести векторный магнитный потенциал ~A = ~A (~x) и скалярный электрический
потенциал ϕ = ϕ (~x) по формулам
~B(~x) = rot ~A(~x), ~E(~x) = −gradϕ(~x). (5)












µ−1rot ~A(~x)× ~n(~x) = 0, ~x ∈ Γ. (7)
Для задачи (6), (7) предлагаются калибровочные соотношения следующего вида
ϕ(~x) = −κdiv σ ~A(~x), σ ~A(~x) · ~n(~x) = 0, (8)
где κ – произвольное положительное число.
Для строгой постановки задачи определим функциональные пространства
H (rot ; Ω) = {~u ∈ {L2(Ω)}
3 : rot~u ∈ {L2(Ω)}
3},
H (div ; Ω) = {~u ∈ {L2(Ω)}
3 : div ~u ∈ L2(Ω)},
H0 (div ; Ω) – замыкание в H (div ; Ω) пространства пробных вектор-функций {D(Ω)}3 ,
W0 (div σ; Ω) = {~u ∈ H(rot; Ω) : σ~u ∈ H0(div; Ω)}





















и задача (6), (7) допускает следующую обобщенную формулировку: найти функцию ~A ∈ W0 (div σ; Ω) ,
для которой при всех ~v ∈ W0 (div σ; Ω) выполнено равенство (9). Используемые функциональные про-
странства определены и изучены в [6–8].
Эквивалентная вариационная задача для определения ~A ∈ W0 (div σ; Ω) записывается в виде:
























Отметим, что калибровочные соотношения (8), предложенные в [4], позволяют избежать осложнений
при численном решении, возникающих при классической кулоновской калибровке, связанных с погруже-
нием в пространство соленоидальных функций [4].
2. Численная схема
Схема строится на основе традиционной схемы линейного 4-узлового конечного элемента в виде тет-
раэдра с линейной аппроскимацией функций в элементе. При интегрировании в элементе используется
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одна точка интегрирования, что соответствует известному приему сокращенного интегрирования О. Зен-
кевича [9]. Будем считать исходную КЭ сетку составленной из гексаэдров, а элементы – вписанными в
центр каждого гексаэдра так, что ребра тетраэдра являются диагоналями гексаэдра. Таким образом, в
каждом гексаэдре базовой сетки находится один расчетный элемент. Незаполненный объем гексаэдра и
содержащиеся в нем экстенсивные параметры задачи присоединяются к расчетному элементу.
Задача магнитостатики формулируется в виде вариационного уравнения (9). Заменяя интеграл суммой
интегралов по элементам, после численного интегрирования придем к системе линейных алгебраических
уравнений. Технология построения схемы в точности совпадает с описанной в [10]. В результате получа-
ем систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных узловых значений векторного
потенциала.
Рассмотрим вариант численной схемы для случая равномерной сетки (не обязательно ортогональной).
Введем в рассмотрение базисные операторы для аппроксимации функций и производных в элементах.
Неизвестные функции в линейном элементе представляются в виде
f(x1, x2, x3) = c0 + c1(x
1 − x2c) + c2(x
2 − x2c) + c3(x
3 − x3c)




c) – координаты центра элемента).






β mp,q,r fi+p,j+q,k+r ,m = 0, 1, 2, 3. (11)
Коэффициенты β mp,q,r определяются шаблоном элемента и геометрией элемента. Рассматриваются






β mp,q,r fi−p,j−q,k−r ,m = 0, 1, 2, 3. (12)
Здесь Кm – порядок производной, которую аппроксимирует оператор, Ш = {(0,0,0), (0,1,1), (1,0,1),
(1,1,0)} – шаблон операторов (множество расчетных узлов элемента).











































































стd+0 δA = 0. (14)
После сеточного интегрирования по частям приравниваем нулю коэффициенты при независимых вариа-














































ст = 0. (15)
Данная схем имеет второй порядок точности. При точном интегрировании по элементам в рамках линей-
ной интерполяции в схеме появятся дополнительные малые слагаемые.
Рассмотренный подход позволяет получить эффективную численную схему решения задач магнито-
статики.
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